

Лекция №4

Лекция 4.
Обобщенная система криволинейных координат
Наиболее употребляемой и привычной системой координат является декартова система. Это ортогональная система, в которой и координатные линии ох, оу, oz, и координатные плоскости xoy, xoz, yoz  являются перпендикулярными друг другу. Координатные линии в этой системе – это прямые. Однако при решении различных задач используют и другие системы координат. Наиболее распространенными являются цилиндрическая и сферическая системы координат. Эти системы также являются ортогональными. Их координатные линии не являются прямыми. Но в точке их пересечения касательные прямые к этим линиям являются перпендикулярными.
Если взять декартовую систему координат в качестве исходной, в которой координатами точки являются значения переменных x, y, z, то координаты этой же точки в любой другой системе криволинейных координат являются функциями координат исходной системы, т.е.
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где совокупность значений переменных 
[image: image4.wmf],,
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 являются координатами этой же точки в новой рассматриваемой системе координат. Будем ее называть криволинейной системой, так как в произвольной системе координатные линии не обязательно должны быть прямыми линиями.
Для определенности сравним между собой прямоугольную (декартову) и цилиндрическую системы координат, рис. 4.1.


[image: image5.emf]A(x,y,z)

A(r,j,z)

y

x

z

j

r

z


Рис. 4.1. Сравнение декартовой и цилиндрической систем координат
В цилиндрической системе координат
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Поскольку и координаты 
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 и координаты 
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 характеризуют положение одной и той же точки, то в функциональной связи (4.1) между ними должно быть взаимно-однозначное соответствие, т.е. некоторой комбинации переменных 
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 в функциональных зависимостях (4.1) должна соответствовать одна и только одна комбинация переменных 
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Уравнения
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являются уравнениями координатных поверхностей (при 
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 эти поверхности проходят через начало координат). Пересекаясь между собой эти поверхности образуют координатные линии. В ортогональных системах координат, касательные прямые к этим линиям в точках их пересечения перпендикулярны друг другу. В дальнейшем будут рассматриваться лишь ортогональные и, в частности, цилиндрическая и сферическая системы координат.
Из условия взаимно-однозначного соответствия функциональной связи координат 
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 и 
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 следует, что любые две координатные поверхности вида 
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 не должны пересекаться друг с другом. Пересекаясь между собой две координатные поверхности вида 
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 образуют координатную линию, вдоль которой изменяется переменная 
[image: image23.wmf]g

. Пересекаясь между собой координатные поверхности вида 
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 образуют координатную линию, вдоль которой изменяется переменная 
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.
В цилиндрической системе координат, рис. 4.2.
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Рис. 4.2. Цилиндрическая система координат. Координатные поверхности и
координатные линии
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- цилиндрическая поверхность;
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- вертикальная полуплоскость, началом которой является ось z;
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- горизонтальная полуплоскость.

При пересечении эти поверхности дают координатные линии 
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рис. 4.2.
Приращения переменных в различных системах координат
Привычные приращения переменных в декартовой системе координат – это 
[image: image32.wmf],

dxdy

 и 
[image: image33.wmf]dz

. Эти приращения вдоль соответствующих координатных линий входят в состав различных производных, в состав дифференциальных уравнений, или под знаки интегралов.
Рассмотрим приращения (бесконечно малых) вдоль координатных линий в произвольных криволинейных ортогональных системах координат. Пусть это будет приращение вдоль координатной линии 
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Примечание: нельзя путать приращение вдоль координатной линии и приращение переменной. В декартовой системе координат эти приращения совпадают. В других системах координат эти приращения могут не совпадать. Например в цилиндрической системе координат приращение угловой координаты (выражено в градусах или в радианах) не совпадает с приращением вдоль координатной линии, которое имеет размерность длины.
В прямоугольной системе координат.
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Эта формула справедлива для нахождения 
[image: image37.wmf]dl

 вдоль любой линии, не только координатной.
Если рассматривать в качестве исходной рассматриваемую криволинейную систему координат (4.1), то относительно ее можно записать систему обратных функций вида
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Например, в цилиндрической системе координат:
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Заметим, что эта функциональная связь также взаимнооднозначная.

Найдем 
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Поскольку вдоль координатной линии 
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 изменяется лишь переменная 
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, а остальные координаты 
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 неизменны, то приращения 
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 будут иметь место лишь относительно переменной 
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, т.е.
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Аналогично
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Тогда
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Для произвольной кривой в криволинейной системе координат (ортогональной)
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Соответственно элементы площади и объема будут равны:
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В цилиндрической системе координат:
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Эти соотношения особенно важны при вычислении интегралов при переходе из одной системы координат в другую. Наибольший интерес здесь будут представлять записи дивергенции, градиента и уравнений Пуассона и Лапласа в различных системах координат.

Дивергенция, градиент, уравнения Лапласа и Пуассона, ротор в ортогональных криволинейных системах координат
Дивергенция. Дивергенцию подсчитываем как и раньше по формуле:



[image: image69.wmf]0

lim

V

DdS

divD

V

D®

=

D

ò

r

r

.
(4.10)


[image: image70.emf]12

m

n

g


Рис. 4.3. К расчету дивергенции в криволинейных координатах
Потоки вектора 
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 через верхнюю 1 и нижнюю 2 грани равны:
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Разделив на 
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 в пределе получим, что это выражение равно
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Аналогичные выражения получим для потоков и через другие грани.

Тогда
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После деления этого выражения на элемент объема 
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Градиент. По определению градиент скалярной функции 
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 характеризуется ее частными производными вдоль координатных линий. В декартовой системе координат
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В произвольной системе координат
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Уравнения Лапласа и Пуассона. Рассмотрим теперь уравнение Лапласа (Лапласиан). Заменим в выражениях для дивергенции вектор 
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 на вектор 
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(это не имеет значения для общей записи дивергенции вектора) и учтем, что 
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Тогда
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Соответственно, Лапласиан имеет вид:


[image: image90.wmf]()()()

hhhhhh

1UUU

divgradU

hhhhhh

mngngm

gmngmn

ggmmnn

éù

¶¶¶¶¶¶

=-++

êú

¶¶¶¶¶¶

êú

ëû

.
(4.16)
Приравнивая (4.16) к нулю или к величине 
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, получим, соответственно уравнения Лапласа и Пуассона в криволинейных системах координат.
Напомним, что в декартовой системе координат Лапласиан равен


[image: image92.wmf]222

222

UUU

divgradU

xyz

¶¶¶

=++

¶¶¶

.
         Ротор. В прямоугольной системе координат

[image: image93.wmf].

xyz

yy

xx

zz

xyz

xyz

iii

HH

HH

HH

rotHiii

xyzyzzxxy

HHH

¶¶

æöæö

¶¶

¶¶¶¶¶

æö

==-+-+-

ç÷ç÷

ç÷

¶¶¶¶¶¶¶¶¶

èø

èøèø

rrr

r

rrr


(4.17)

В криволинейных системах координат
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