

Лекция №2


Лекция 2.
Дивергенция вектора индукции поля
Для исследования локальных характеристик полей целесообразно перейти от равенства Гаусса-Остроградского, описывающего поля в интегральной форме, к его дифференциальному представлению, позволяющему исследовать изменения полей и зарядов как функций пространственных координат при переходе от одного бесконечно малого объема пространства к другому. Если равенство Гаусса-Остроградского позволяет оценить лишь суммарный заряд внутри некоторого объема по данным подсчета потока поля через поверхность, ограничивающую этот объем, то дивергенция поля по рассчитанному полю в заданных точках пространства позволяет оценить распределение плотности заряда в этих точках. Задачи нахождения распределений плотностей зарядов в виде функций координат по соответствующим изменениям поля относятся к классу обратных задач электростатики.

Для определения понятия дивергенция поля выразим заряд 
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 через его плотность 
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Тогда равенство Гаусса-Остроградского
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 примет вид:
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Разделим обе части равенства на величину объема V и устремим его в окрестности выбранной точки 
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 к нулю:
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Величину
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назовем дивергенцией вектора 
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. Как видно из предыдущего равенства она равна плотности заряда 
[image: image10.wmf]r

 в некоторой точке пространства, т.е.:
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Ее легко рассчитать, вычислив поток поля через бесконечно малый объем простейшей формы (например, объем в виде параллелепипеда), окружающий исследуемую точку А(x,y,z) и разделив полученный поток на величину этого бесконечно малого объема. Форма бесконечно малого объема зависит от выбора вида системы координат (декартовой, цилиндрической или сферической).
Выполним расчет потока поля в декартовой системе координат, рис. 2.1.
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Рис. 2.1. К определению дивергенции поля 
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Окружим точку А(x,y,z) бесконечно малым объемом. Пронумеруем грани: по оси x – ближнюю и дальнюю грани номерами 1 и 2 соответственно; по оси y – правую и левую номерами 3 и 4; по оси z – верхнюю и нижнюю номерами 5 и 6. Грани расположены перпендикулярно осям x, y и z.
Суммарный поток вектора индукции 
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 через эти грани соответственно будет равен сумме потоков с учетом знаков, характеризующих ориентацию граней.   Поток через ближнюю и дальнюю грани в направлениях оси x равен
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Разделив и множив правую часть на 
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 в пределе (при 
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), получим:
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Аналогично через остальные грани потоки соответственно будут равны
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    Суммарный поток равен
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На основании (2.1) имеем:
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Таким образом, вычислив сумму частных производных от проекций вектора индукции в заданной точке пространства можно найти в этой точке плотность заряда (с учетом знака). Если 
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, то зарядов в соответствующих точках нет.
Теорема Гаусса-Остроградского

Учитывая, что 
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после интегрирования  
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 получим:
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Это интегральное соотношение является содержанием теоремы Гаусса-Остроградского. Эта теорема справедлива также для случаев, когда исследуемый объем ограничен несколькими замкнутыми поверхностями, рис. 2.2.
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Рис. 2.2. Объем ограничен четырьмя замкнутыми поверхностями
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